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BEBERAPA ASPEK TEORI DAN PEMAKAIAN
DALAM MASALAH DEKOMPOSISI INGULIR* )
Ole h;  M.A.  DjaLrhar i  *x)
SARI
Dekomposisi singulir suatu matriks real dapat dipandang dari berbagal sudul. l)cngtr bantu-
an rangkaian dual, di sini akan dipandang dari sudut operator Escoulier y|ng bcrkuitan de-
ngan matriks tersebut. Selanjutnya kart dikenrLrkakan beberapa spek l rng diakibirtkln olch
pandangan ini.
ABSTRACT
The singular decomposition of a real nlatrL\ can be approached lront several points of view.
Here we use the Escoufier's operator and the instrument called diagranr of duttl i t) ' . With this
instrument we can visualize all mathematical terms invoived in that problent.
1.  PENDA}IULUAN
Dekomposisi singulir suatu matriks rellX ukuran (p x n) dalarr bentu k yang seder-
hana adalah dekomposisi dalarrt elemen-elenren karakteristik dari -X X' dan X'X.
Pada umumnya peranan dari baris-baris dan kolonr-kolorn drri X tidlklah sama.
Mereka tjdak rrenernpati ruang vektor yang sar)ra. baik nrrrngkin tlirncnsinya
nraupur  metr iknya.  Oleh karena i tu  yang k i ta  hadapi  sesunggr. rhnya bukan
matriks X akan tetapi suatu triplet (X, M, D) il i rnanl N'l drn lJ adalall nratriks-
rnatrjks sirnetris definit positif, masing-nrasing Ltkumn (p x p ) rlan (n r n). Ma-
triks M berperan mengukur jarak dan sudut lntara rektor-r't 'ktor kolortr dari X.
sedangkan D berperan rnengukrr r  ha l  yang sar) ra l l l t i t r  \ .k tL)r - \ektor  bar is  drr i
X.  N{engingat  peranan tersebLt t .  nrat r iks M dan r r r r t r iks [ )  se l ln jLr tn! 'u  d isebut
n letnk.
Di t in jar r  dar i  segi  pe lnakaia l )  seper t i  d  l t r ' ) r  an l l is is  i lu ta.  [cnr t i l r r ] i l  d l lur r  anal is is
kontponen utatnu.  dekontposis i  s ingLr l i r  bergLrn l r  sck l l i  t lu l t t t t  t rc l r tksut takatr
rcdu ksi suatu matriks drta.
* )  P e n e l i l i r n  i n i . , l ' l i r k s r n a k N n  d i J u r u s r i n  P c n ( l r d i l r D  N t r l r I ) . i r r l . r .  l , r k L r l r . i . .  \ l . r r . i r  , r r l , r  , l  r )  l l n L r  I , . n ! f
t ihuan Al i rnr .  In\ t r tu l  Teknologi  Sandung.
r ' * )  D o \ c n  p a d r  J u r u r a n  P e n d i d i k r n  M a t r : n 1 a l i k . r .  I  i i k u l t l s  \ l r l J r j . r t i l u  r j . r f  I l r , r L  l ' . r i .  r . , l r L  . r  \ l ,  l l .  I n \ r i
tut  Tcknologi  B ndung, Jalan ( ianesa 10.  B.rndung.
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Dilin.jru (jr scgj tcori. banyak pendekatan telah tli laksanakan. Di sini, dengan
bllntuln instntmen rtngkaian drral, pendekatan yang akan dilaksanakan adalah
dengan rrelihat siftt-silat operator Escoufier dari triplet (X, M, D). Dilaksana_
kannya pendckatan in i  t idak la in  d ikandung maksud agar  dapat :
a. menltruat vislrll isasi serrlLra lnckanisme yang berkaitan dengan dekomposisi
s i n g r  r l r r .
b. n'rentbet'ikan peluang dalanr pengernbangan selanjutnya tentang analisis ma-
t r iks d l ta  t iga d i r lens i  a tau leb ih.  X ukuran ( r )  x  n x  m ) .
2.  RANGKAIAN DUAL YANC INDAH
Misalkan X adalair ntatriks real ukLrran (p x n) di ntana elemen pacla baris ke-i
dalam kolonr ke-j adalah x,,. Pembahasan dalam bagian ini akan dipusatkan pa-
da pembentukan ruang-ruaig vektor di mana vektor-vektor kolom dari X terle-
tak, dan nrang-ruang vektor di mana vektor-vektor baris dari X terletak. Selain
daripada itu akan ditinjau pula kaitan antar ruang-rllang vektor tersebut.
2.1 Representasi vektor kolom dan vektor baris dari X
Terhadap basis  kanonik {e l ,  e2.  .  .  . ,  eD J dt r i  nrangvektor  E = RP, set iap ba-
r isan terurut  p b i langan (* l i ,  *2, .  .  ,xo i  I  yang terd i r i  dar i  e lenten-e lemen
kolom ke- j  dar i  X.  d lpat  d inyatakan dengan v 'ektor
Jadi setiap kolom ke-j dari X dinyatakan oleh vcktor XJ di E. pemyataan ini
berarti pula bahwa. untuk setixp i dari I sarnpai dengan p, sumbu yan: diba-
ngun oleh vektore, kita kaitkan dengan baris ke-i dari X dalam arti bahwa x,,
adalah harga dari XJ pada srrrnbu tersebut.
Dern ik ian pula terhadap basis  kanonik i f r ,  fZ,  ,  fn  )  dar i  F = Rn,  set iap
bar is  ke- i  dar i  X;  i  =  l ,2 . . . . ,  p ,  dapat  d inyatakan o lehvektorX;  d i  F sebagai
bc r iku t  l
/ : ' : \
,  /  ^ l i  I  I
^'=l ,  =' l '  ^ ' je '  ; r=l)  'n
\.oi r
/  x i r  \
x i .  \  n
. I ,=r
,  x in /
X i  -
" i r  
t j
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Dengan a lasan yang sama sepcr t i  d j  a las.  hubungl l )  in i  br r : r r t i  l ) l t l i i  l r i rhr r r  s l l ) l ) r l
y a n g  d i b a n g r r n  o l c h  t  t i d a k  l a i n  a t l a l a h  k o l o n r  k e - j  d a r i  X : r . -  l .  l .  . .  .  r r .
Pendekatan yang leb ih modem tentant{  ar t i  geonret r is  bar is , l r l r rs  r l l l r  ko lorr r  -
kolorl suatu nratriks real, adalah dengan ntenrandang rLlaltg-rLlilr)g rlLral :i dari
E  d a n  F x  d a r i  F .  M i s a l k a n  { e l * . " 1 * .  .  . .  c p * J  L l u n  t l , i . l l r . .  . . . 1 ' , , r ,  1 a t l i r
l a h  b a s i s - l r r s i s  d l i l l  l : l ) o n i k  l r r : i n g - t l r r s i r r g  r l r i r i  I r  , l r r r r  I  r .
e i  +  ( e j )  =  6 U
d a n  f g * ( 1 , ) = 6 1 1
di  mana 6, . ,  dan 61q adalah del ta  Kronecker .
Bi la  ! * ,d i terankan pada vektor  X1.  k i ta  pero leh bal twu.  rnt t rk  set i lp  idar i  I
sampar oengan p;
f j * ( X i ) = x i j ;  j =  1 , 2 , . . . ,  n .
In i  berar t i  bahwr harga drr i  f , *  pada bar is  kc- i  dar i  X,  t i r l tk  l . in  adl l l , l t  e ler re '
vektor  ko lotn ke- j  dar i  X paJ; ibar is  tersebut .  Dengan t l rn t ik i l l  vcLtor  l , *  d i  F-*
; rdalah representas i  t iar i  ko lorn ke- j  tJar i  X:  j  =  l .1 , . .  .  ,  n .
Dengan cara dan a lasan yang sama, sct iap vektor  c ,* l  i  -  l .  l .  .  .  .  .  p .  t idak
lain adalal representasi baris ke-i dari X pada Fi*.
Sebagai kesimpulan dapat dikentukakan trahwa. Lrntuk sctiup j rllr.i I sarnlrai
dengan n, terhadap kolorn ke-j dari X dikaitkan:
i vektor XJ di E
i i  sumbu yang d ibangun o leh vektor  l ,  d i  F
i i i  bentuk l inear  f , *  d i  Fx.
Demik ian pula.  unluk sct iap idar i  I  s l rnpai  dcngan p.  tor i t r (h t )  t r l r rs  ke- i  dar i  X
dika i tkrn :
i  vektor  X,  d i  F
i i  sumbLr yang d ibangun o leh vektor  c ,  d i  F i
i i i  bentuk l inear  et*  d i  E* .
2.2 Matriks X sebagai transformasi linear
Dar i  pembahasan dalarn but i r  L  l  k i ta  l ih i l r  ba l rwa scr i r rp r r r r l . r r  r r r r ' i  X r ,e  r . r rLr-
nyai  dua representas i  vektor i  sr tLr  d i  I '  d . r  sut t r  I i rg i  t t i  l r ' i ' .  l )cr r ik i l ,  pL, l l r  h , l -
nVa dcngan set iap bar is  dar i  \ .  N, lc l ihat  l ra l  in i .  scrvrr i ; r r r r r , r r l r r l t  j ik r r  L i t r r  nr tnr-
perntasalahkan hubungan antar i r  X ld i  I  t l l rn  i ,  i ,  t l i  l r ' i . .  rcr . t r r  r r l l . rnr  \ r  i l i  l :  r l t r r r
e1x t l i  E* .
Pandang t ranslomasi  I inc l r  :
l ( ' PRO(L .LD lL ( , 5  I IB  t o l  l J  \ ' , , . 3  l u t t l
i  [ '
-  X l -  
, i ,  " , i  
* i
i i r ) t i r k  s (  l r i t l ) . f  . l t r r i  I  s a n i p a i  t i e n g a n  .
'It 'r ' iruLLrp b.rsis-i,risis klnonik dari F* dan dari E cli atas, kita lihat bahwa ma-
tnk\  t r rns l i rn t l ls i  d i l r i  t  t i (hk la in  adalah rnatr iks X scndi r i .
JaLl i  k i t l  pcro lch d i rgr ln t .
l r  *
( j *
l)engrn cara yilt]lt saltt. nrltriks translbmrlsi dari transformasi linear yang me-
rnt r t lk ln  c ,*  d i  E*  rncnjadi  X,  d i  F adalah X'ya i tu  t ranspose dar i  X:
X,
2.3 Rrngkaian dual
Misalkan M (p x p) dan D(n x n) rdalah metrik-nretrik (Euclides) yang diterap-
kan rnasing-masing pada E dan F. Metrik M berperan mengukLrrjarak dan sudut
r n t l r  d t r : r  v c k t o r  k o l o n r  d u r i  X .
E  N {  , E *
M . .
di  rnana i \ l " (y)  = l l { (x ,  y)  = (x ,  y)M = x 'M y untuk set iap y d i  E.  Sedangkan
metrik D I'erperan mengu krrr jara k dan sudu t antar dua vektor baris dari X :
F t )F *
D x
D i  n t a n a  l ) , ( y )  =  D ( x .  y )  = ( x ,  y ) o  =  x ' D  y  u n t u k  s e t i a p  y  d i  F
Dari senrr.ra penrbiclraan terdahulu. dengan mcngambil transformasi-translbrmasi :
\ / = X l ) X '  d r n  \ 1 , ' =  X ' N l  X
ki t r  pc ro lch.
i  c l iugrarr r  kornrr t t i t i l .
b <_ ___,_ri_ F{,
M]TV \ \  11  D
X
r . ----------.. .----*F
yang dJsctrLrt rlngklrian dLurJ yaitu rangkaian dari senrua transfonnasi linear
F +
t i *
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dan semul  ruang vektor  yang berkai tan dengan t r ip le t  (X.  M,  D) .  t l i  mana
X(f , * )  = X. l
I
X'(e i*  )  = X,
:  j  =  l .  2 .  .  .  .  .  n
:  i = 1 . 2 . . . . . t r
i i  bahwa V dan W adalah bcntuk-bentuk b i l inear  s inr r t r is  semi  def in i t  pos i t i f
dan mcmenul t i  .
a)  untuk set iap vektor  r  dan b d j  F+,
(  a .  b ) *  =  a ' W  b  = : r ' X ' l \ ' l X b  =  ( X : r ) ' M  ( X b  r
=(X (a ) .X (b ) )
Khususnya. (  l i+.  f j .*)w
Il
. , ' . , '  M
Calatan Karena M del ' in i t .  I raka W(r ,  a)  = 0 i ika dan hanya j ika a d i
Ker  (X) .
Jadi W adalah deflnit positif j ika dan irany;r jika X injektif. Selanjutnya,
dalaln pemakaian, biasatrya p ( n sehingga X tidak iniektif yang berarti
balrwa W hanyalah semi definit positif
b)  untuk set iap vektor  x  dan y d i  E* ,
( x ,  y ) v  =  x ' V  y  =  x '  X  D  X '  y  =  ( X '  x )  D  ( X '  y )
=(X (x) ,  X (y) )o
Khususnya,  qe,* ,  e1,*)u = (X,  ,  X; , )p.
Di sini pun berlaku srfat bahwa V adalah dehnit positifj ika dan lianya jika
X' in jekt j f .
Dalam pembahasan selanjutnya, kita akan selalu mempergunakan instnrnren
rangkaian dual di atas sebagai alat visualisasi dan sekaligus sebagai tempat berpi-
jak.
3. OPERATOR KARAKTERISTIK DARI (X, M, D)
Telah kita ketahui bahwa setiap kolom dari X dapat dinyatakan oleh suatu vek-
tor di E. Bentuk koniigurasi dari vektor-vektor kolom tersebut, terhadrp metrik
M, dinyatakan oleh niatriks W yang merupakan pemetaan linear dari F* ke da-
lam F. Dalam pembahasan ini bentuk konhgurasi tersebut adalah merupakan
pusat kajian. Dengan demikian kita akan memusatk:rn pcrltatian pada operator
WD yang merupakan operator dari F ke dalam dia sentliri.
Kedua sifat berikut menrperlihatkan hubungan antlra elemen-elernen karakter.
istik dari o perator-opera to r MV dan WD.
I 8 P R t t (  I  I  l t l \ t t \  l l l l  l  /  / t  \ ' , , . i . , 1 u , ,
Sif : r t  I  Jumlah sernt l r  l t r rga karakter is t ik  dt r i  opt rator- ( )per l lor  MV. Vl \1 .
t lur r  \ \ l )  ad l lah sauta.
Si1 'a t  tn i  i t las sekui i .  cLrkLrp d i l i l l l l t  t r rce d l r i  kct ig l  operr tor  tescbut .
Si fa t  2 .  J ika a d i  t r * .  l \ lV a = t r  r .  dan (  = X ' (a) .  rnrka WD c = I  c .  Sebal iknya
sct i i lp  vcktor  c  d i  l '1 . rng r r ternentrh i  WD c -  I  c  , lcngan X 10.  at la)ah berben-
t u k  c  =  X ' ( a )  d i  n r a n a  a  L l i  F *  d r n  M V  a  =  X  a .
B u  k t i :
Pernyataan pertanra adalahjclas. Oleh karena itu
keclua.  Dcngan mel ihat  p l t la  rangkaian dual .  c lur i
o l e l t :
M V M X D c = X M X D c
TLr l is  b = MXD c.  Jat l i  X ' (h)  = X 'N{XD c = \4 t )
n r c n g a m b i l  r = t r  I  b .  k i t a  p e r o l e h f  =  X ' ( a )  d i
M V a = t r a .
kita buktikan saja pcmyataan
hubLrrrgan WD c = tr c kita per-
c  = t r  c .  Kurenl  t r ; t  0 ,  dengan
nrunl l tl i E'r dan a me rlenuhi
I
Sifat -s i fa t  i tu l lh .  sc la in bahwa \VD di tentukan o lch X.  M.  dan D.  yang n lenlbLt l t
operator \VD seblgli oper tor ktrakteristik dari triplet (X. M. l)). Operator \\I)
in i  b isa d isebut  oDcrator  l rscoul ler .
4, I IASII , -HASIL PRAKTIS YANG DIPEROLEII
M isu l kan  WD c ,  = , \ ,  c , .  c ,  " *0 .  i  =  l . 1 . . . . . n  du r  t r t  2 t r .  > . . . ) t r , ) I , * t  =
.  
= t ru = 0 i l i  naru r  at lu lalr  runk dar i  $1).  . l lc l i  rLntLrk sct iap i dar i  I  sanrpai
de r tgun  r .  c i  =  -X ' ( i t r )  r rn t r r l  sLu r t r r  u i  t l j  I r+ .  l ) i s i n i  k i t u  ken r l i  ba l rwa  b i l l  l 1  c ,  L l ;  =
),1 . e1 t id. tk l l in kornponcn ularnu ke- i  d lrr i  t r ip lct  (X. l \4.  I ) )  Lrntrrk sct iap idar i
I  sa rn pai  dengln r .
[ )u l l tnr  pcnrbahl rsan sc lur lLr tnyu k i ta  hanya l rkun nren.rpc lh l t ik : rn lkarkar lk ter-
is t ik  
-vang t idak nol .
I )crgrn ncnguni l i i l  l l  e i  11,  = t r1 .  r r rakrr  c lenganset l ik i t  rn ln iprr las i  operas i -oper i rs i
nrat l iks  k i ta  pcro leh s i l l t  bcr ikLr t .
S i f a t  3 . . l i k l  V N {  u , =  } ,  r L ,  . u ,  r l i  l - . :
r =  l . l . .  .  r  r i l n  p a l . l l l g  L r  j  t c r l i a d l l )  n r e t r i k  M  r r i l l a h  l . r r r a k : i u ,  = X ,  I  X D c , .
J ikr  \ r l rn ju tnv i r  s i f i r f  I  r { rn  s i l l t  . i  d igabtrngkan.  r r r lk i r  k i ta  pero lch ak ibat
b c r i k r r t
I
,
t
,
I
I 'Ro ( l l l : l ) l \ ( iS  ITR  l . l  t l  l ' o  3  1981 l q
Akibr t  l .  LJr t t t rk  set i rP i  dar i
i  l ,  =  M  u i  a t a r l
i i  L r ,  = t r , l V r '
i i i  a 1  
, ,  
l = l
iv l l  a'  i iu? = I;
I  s l t n r p a i  t l c t r g l t t  r  l r c t  l r t k t L :
t r  =  l \ l  l . r i
Catatan.  Vektor-vektor  r l  d ln  l ,  b i l ts l r  d isct tL t l  s tb l tga i  s t t l l l l l t t  t r l r t t t la  kc- i  t l iL t t
faktor  r r tanr  a ke- i .
Ket iga vektor  c ,  i r ,  d l t r  a ;  sck l tnrDg d lp l l  r l i |a I lgkrr l ] tkr r r r  lu l l r t t  l l t tb t t t rg l t t
l inear  ber ikLt t .
c i  =  X  ( a i )  =  X ' l \ t  L r i
u i =  ) , i  I  v  a i  =  I i  I  X I )  c i
Ak ibat  2.  (Dekomposis i  s ingul i r ) .  l l l l t r iks  l )  d lpat  k i t l  tLr l isk ln scbagt i  I )= '1 . ,7
c l i  r rana T adalah suatu isonror l - isna dar i  F kc i la lanr  l iu  scndi r i .  lsorror l  isnr l  in i
nrenimLrulkan perubahan metr ik  d i  d l lanr  [ :  r i ren jac l i  rnct r ik  sut t r rn I  LrkLrran( n  x ' ) .  S e l a n j u t n y a  c l a r i  h u b u ' g i r r r  ! \ l ) . ,  = ) ,  t . ,  t J . r n  . ,  
, l  - \ i  k i t a  p e r . o l e i rbahwa vektor
l , = T ( t r ' r e , )
- r l
meme nuhi .W6 y i  = t r i  y i  du I  y ,  l l l  =  l .  c l i  nr r rnr  l% = ' f  Wl  ' .  I )cngan rnengarn-
t r i l  kLrr rpulan {  y1.  y2,  .  ,  y ,  j  yang [ -or torrorrnai  n l rka k l ln ]putan t ! ,nebut
dapal  k i ta  lengkapi  r lcn jadi  {y , .  y1.  .  .  .  .  yn i  } . r r rg nrenr l . r lkan b ls is  l_or to_
nornra l  dar i  F IL ihat  I lahnos (1958) .  Thcorcnr .  ha l ln tan ]171.  Vektor_vektor
y; ;  i )  r .  adala l r  vcktor  karakter is t ik  drr i  Wg t lengln I l l rga kar tk ter is t ik  sama
dergun nol .  SelanjLr tn l 'a  r r rat r iks Y.  LrkLrran i  x  r ) .  d . rs . r  1 . , ,  sr :bagai  ko iorr
k c - i .  r r r t ' r r c r r u l r i  > i l n t
Y Y ' =  l  c l l n  Y ' Y  =  I
Tc la l r  k i ta  keta l lu i  i tahwa ant l ra  u i  dun c i  tcr ( l lp i t l  l t r rh i r r rg l rn l i r r r t r r  ber . ik t r t .
X D  c ,  =  t r ,  L r ,  r t a L r  X I ' 1 1  =  \ ; '  r r ,
unt i lk  sr '1 iap i  t i l r i  I  sarnpai  dcngrn r .
J ika kedua r r r .s  d ika l ik ln ,  r lar i  kunrr r .  r lc r rua.  r '1 ,  t i l rn  kerr rLrr l i r r ' t l i i r r . r lahk.n
Llntuk sr 'n)ua i  t ia l i  I  santp l i  c lcngln r r .  rnuk l r  k i t l t  pc lo lc l r  l t r r l r r r r r tar r .n n
X  f  ' )  v ,  v , '  -  )  X l '  t r ,  v . '
i = l  
- r  - l  
i . .  i  I  l r l
S e d a n g k a t t  
, ! , U '  t , ' = Y \ ' ' =  L  J . r t l i .  a k h i r n r u  k i t l  t , c r o l . ' h  L r l , r r r s . r p  ( t l t , k e p r -
s is i  s ingul l r )  bahwa :
X  =  I .  u ,  c , '
r =  |
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5.  ASPEK PE}IAKAIAN
5.  I  Reduki  r rat r iks X
l \ { is l lkan k sLratLr  b i la 'ga 'as l i  antara l  dan r ,  dan o suatu permutas i  pada kurn-
p u l u n i l . l . . . . . r ] .
Sel {n iUtnva k i t r  t  Ul iskan.
k
Y = \ ' " . - '
" '  k  - ,  " n l i )  r " t i l
K h L t s L t s n l ' r b i l a k = r .
r
X  - X -  I  u .  i
n l t  I
un tr.rk setiap permutasj o.
Jika o,, adalah irermutasi satuan, yakni oo(i) = i untuk setiap i dari I sampai
dcngan r. secrra kltusus pula kita luliskan:
l(
^ ( | ' r -  ^ , , , / r  =  
, I ,  , ,  . , '
Dengan sedikit perhitungan yang sederhana, untuk setiap permutasi d. matriks
XoO dapat kita tLrliskan sebagai perkalian dua matriks U ukuran (p x k) dan C'
u k u  r a n  ( K  x  n J :
X" ,*  = L i ( l '
di mana kolonr kc-i dari U adalah vektor uo,,, dan kolom ke-i dari C adalah
v e K t o r  c  . . . .
Misllkln MATun adalrh ruang vektor semua matriks real ukuran (p x n). UntuJ
rrengart!kan thn nrengkuantitatifkan pengertian reduksi matriks X(p x n), pe'
nulis rnengusulkan dua proposisi berikut. Proposisi I berisi usulan berbentul.
alat reduksi dan Proposisi 2 meltgemukakan hasil reduksi beserta kualitas re
duksi. Untuk itu kita pergunakan detlnisi matriks-matriks M(p x p) dan D(n x n
sepdr t i  p i lJ r  br r t i r  l . . r .
Proposis i  I I 'c r retaan f :MATon X MATD^ Ryang d idef in is ikar
oleh 11A. B) = T'racc (ADIJ'M) untuk sefiap A dan B di MATpn adalah suat(
berr tuk t r i l ineal  s inret r is  def in i t  pos i t i f .
Bukt i  S i f l t  b i l inear  dan s imetr is  dar i  f  adalahje las ebab;
f rrce (P + Q) = Trace (P) + Trace (Q)
' l r i rcc (a l ' )  =  a Tracc (P)
Trace (P)  = l race (P ' )
Trace (  RS) = Trace (SR)
untuk sct iap q rca l .  P dun Q bujur  sat tgkar  ser ta set iap matr iks R(1 x m) da
S(m x I  ) .  Akarr  d i tLrn jukkan sckarang bahwa l  det in i t  pos i t i f .
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f1A.  A)  = Tr : rce (ADA NI)
= Trace (AP' l 'A 'Q'Q),  t lengan P' l '=  Ddan Q'Q = N{
= Trace (QAP'PA Q')
= Trace (RR') .  dengan R = QAP'
p n
-  s  s 1  - :
"  
' i i
i= l  i= l
dengan r;; adalah eletnetr baris ke-i datr kolom ke-i clari
(A .  A)  > '0  L rn tuk  se  t iap  A d i  l v lATpn dan l (A .  A)  =  0  j i k r  dar r
Sec langkan R =  QAP'a tau  A =  Q t  R(P ' )  ' .  . l r , t i  f t1 , .  A1  =j ika A = 0.
l l
R.  Je las bahwa
h a n y a j i k a  R  =  0 .
0 j ika dan hanya
I
Akibat. Pemetaan f adalah suattL produk skalar di MAT',, dan bcslran rll A lll =
Trace (ADA'M) adalah nomra dar i  A,  untLrk set iap A d i  MATnn.
Proposisi 2. Untuk setiap permutasi o pada kumpulan { 1, 2' . . . . r} dan setiap
k dari I sampai dengan r, matriks Xo/k metrtentthi:
i  X . / r  d i M A T o n  d r n  r a n k  ( X , , *  )  =  k
i i  norma matr iks (X -  Xor l .  )adalah.
-
r l l  X -x , / k i l l = / : .  r " ( i )
-  
i  k r l
iii f(X,/k . (X - X",* )) = 0
Bukti. Pernyataan pertama adalah jelas, sebab X"/k = UC' di mana U(p x k) '
C(n x k) dan masing-masing mempunyai rank sebbsar k. Untuk nlembuktikan
pemyataan kedua, kita pergunakan ketiga hubungan berikut.
a) f(X, X) = Trace (XDX'M) = Trace (X'MXD)
=Trace (WD)=  L  ^ ,
= i I*n untuk setiap permutasi o
i= l
b).  f (X. X , ,  )  = f (X , ,
o/ | i
= f(x ,,
o / n
k
c) .  f (x  , ,  .  x  , ,  )=  :
o l ^  a l r
K
k
i= l
r k
'  * ' tu)*,=ir ' ,=? f(uori) c '( i) '  o"( i)c ' ' ( i ))
,  X,1*)  sebab b i la  i# j  ,  c 'o , , ,  D cou,  = 0
k
.1?, 
f('"1t,) c',,1y rro6l c.x,l)
f (u  o,O c 'o , , ,  ,u" t i r  c ' , , ( i ) )
\ o , , ,  s c b a b  L r  
" , 0  
M  u o { i l  =  l : i =  1 . 1 , . . . . r .
2: PR)cL'I : :DINGS lrB I ol t l  \1) t  l t) i i t
la<l i :  i l l  X X,, ,*  I l l r  = t1X X,u* .  X X. ik)
= f(X. X) l f (X. X,, ik)+ f(X,, /k . X,, /k)
k
- 
i  . / \o{  r )
r= l (+ |
Selanjutnyn tle'ngan nt enggu nakil n
kita peroleh keabsahannYa.
huburgat l  b )  d i  a tas  per l l ) 'a la i ln  ke t lFJ  scgera
I
Dari ketiga butir patia I'roposisi 2 tlapat dikemukakarl kcsirnpLrlarl berikut:
l .  Untuk set iap permutas i  o ,  X" ,*  adalah matr iks t tkr t ran {p x  n) ,  dengan rank-
r rya 5ebesl r  k .  yang rneruprk ln redt tk : i  t lar i  r t la t r rks X '
2. Untuk setiJp pernrtltasi o . k tralitas re dtr ksi dari matriks X,,/k dapat dihayati
melalui kedua besaran di bawah ini-
a). Dengan melihat X dan X,r. sebagli vektor-vektor dalam ruang vektor
MAT,,n.  kur l i tas X.ru df r i t  d inyr l rkan o le l t  l tc rbunl l ingan normr dar i
X , .  Icrhrdap norma d l r i  X:o | 4 r - i _ -
t )
. 1 ,  "  o ( i )
/ -: _ _x tOO,/,
\ / I tr"r,r
v  I = l
b). Dilihat dari segi statistika. bila X merupakan matriks htsil pengukuran p
buah veriabel ktrxntitatif 1.rada n br'rah individu dan D merupakan metrik
diagoual clengrn clemeu dilgonal ke-j adalah bobot vektor koiom ke-j da-
ri X. maka ).o(i) tidak lain adalah variansi dlri ltonlponen utanra c,,,, ILi-
hr t  b i rg l ln  4.  Pamgral  p t r t r tna l  Sc ' lan jutn1 ' r  b i la  M = 'n '  
, i  
^" , ' ,
adala l t  var ians i  to ta l  d t r i  sent t ta  var iabel  IL ih l t  s i fh t I .  b lg ian 3]  Dalant
ar t i r t t  v l t r ians i  in i .  b iasanl ' l  c l i ln lb i l  besrran:
f.
i '  '  r r ( i )
: '  -  ^  l t ) t ,
,!, tr",,,
scL 'ag.a i  I ' t r r r l i t r ts  rcdLrks i  X, , t t .
Bcrckrsarkrr l  k , . ' . lLr l  LrkLrr r r i i^kLra l i tas d i  l l tas '  k i ta  pero lc l l  bahwa X11'1 ada-
l l l l l n l l l t r i k s r e i l L r k s i i l l t r i X y l l r l g l l a l i r l g l l l i k t l i l n t a r u s e n t t t l X . , T l .
- l  l t t is" i t  l , ' ,  \1AT, . , . (k)  = {X, , , r  t  r r  ac lu lah pt - rnt t t t rs i  tada t  l  l '  .  "  ' r } } . lc las
\1Al . . . .  l r t r . , , . i " ' r , l i ,  k , r r , ,1 ' ' , i , i , t  l l lg ian t l r r r i  N{Al ' r , , , l  t l lP i  t t t i r tk  I l lc r t r l . ' rkrn t -
, ; r *  , ] l i i , , ,  IJcr . l ls . , rk . r r r  l r t r t i r  ( i i i )  l ' roposis i  l ]  i i r ta  l ihr t  bahwr.X, ,1 i ,  t id lk
l : r in  lc la l rL l t  pro l 'eks i  tcgak lLr r t ts  (dalat t t  ar t ian prot luk sk l l l r t r  l )  dar i  X pada
\ t A l , . , , t l r
(J l " l ,  ' r . , r r .1 , r  r tLr  nul l ru l . r rn  kual i tas ret l t tks i t iya t inggi .  karcna MAT, ' , , ,  hanYr
rnerLr l ) r rk ! ln  kr rnrpt r l : t t t  bagian dar i  MAT,, , r .  tnat r iks X111 t lc l t t t l l  tont t l  n lcr t l -
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pakan matr iks yang pal ing dekat  ke X d i  antara serrua nrat r iks d i  l \ fA ' [pn
yang nrempunyai rank sarla dengan k ( r.
5.2 Pengertian geomerris
Dar i  hubungan c i  = X ' l t {  u i  dan Lr i  =  I r l  XD e,  r lupat  k i r^ t  h . re l  ba l twlL:
i  e l e m e n  u i i  d a r i  U ' ;  i =  1 , 2 . . . . ,  k  d a n  j  =  I  
.  
2 ,  .  .  .  .  p .  t i d a k  l a i n  : r d a l a h
kordinat 'iektor baris ke-j dari X pada konrponen utanla ke-i, drbagi oleh \,
d i  F .
i i  e l e m e n  c U  d a r i  C '  , i  =  1 . 2 . . . . . k d a n j =  l . l . . . . . n , a d a l a h  k o r t l i n a t  v c k -
tor kolom kej dari X pada sumbu utama ke-i di E.
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